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“Somehow a very poor fellow obtains a lottery ticket that will
yield with equal probability either nothing or twenty thousand
ducats. Will this man evaluate his chance of winning at ten
thousand ducats? Would he not be ill-advised to sell this lottery
ticket for nine thousand ducats? To me it seems that the answer
is in the negative. On the other hand I am inclined to believe
that a rich man would be ill-advised to refuse to buy the lottery
ticket for nine thousand ducats.

If I am not wrong then it seems clear that all men cannot use the
same rule to evaluate the gamble (...) the determination of the
value of an item must not be based on its price, but rather on
the utility it yields. The price of the item is dependent only on
the thing itself and is equal for everyone; the utility, however, is
dependent on the particular circumstances of the person making
the estimate. Thus there is no doubt that a gain of one thousand
ducats is more significant to a pauper than to a rich man (...)”
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“Another rule which may prove useful can be derived from our

theory. This is the rule that it is advisable to divide goods which

are exposed to some danger into several portions than to risk

them all together.”

Daniel Bernoulli (1738)
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Programa
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• Preço por Indiferença

• Mercados Markovianos de dois fatores

• Derivativos de volatilidade

• Opções Reais em Mercados Completos

• Opções executivas
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1. Introdução

Modelo: Consideremos modelos de dois fatores da form:

dSt = St(µ− r)dt + StσdWt

dYt = adt + b[ρdWt +
√

1− ρ2dZt]

dVt = Ytdt (1)

para certas funções determińısticas µ, σ, a, b, onde (Wt, Zt) são
movimentos Brownianos independentes e ρ é um coeficiente de
correlação constante.

Se tivermos σ = σ(t, Yt), isto é interpretado como um modelo
para volatilidade estocástica. Quando µ e σ são independentes
de Yt, interpretamos Yt como um ativo não comercializado, cor-
relacionado com um ativo comercializado (descontado) St.
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Portfólio de hedging optimal: a estratégia adotada por um in-

vestidor que, ao ser confrontado com uma obrigação financeira

(descontada) B, com maturidade numa data futura T , tenta

resolver o problema de controle estocástico

u(x) = sup
H∈A

E [U (XT −B) |X0 = x] , (2)

onde XT representa o montante final (descontado) obtido ao

manter Ht unidades do ativo St em cada instante 0 ≤ t ≤ T .

Função de Utilidade: U(x) = −e−γx, onde γ > 0 é o parâmetro

de aversão ao risco.
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Estratégias admisśıveis: Além de terem de ser auto-financiados,

restringiremos a classe A de porfólios admisśıveis ao seguinte

conjunto:

A = {H ∈ L(S) : (H·S)t é um Q–martingale para toda Q ∈Mf}.

Contratos: Finalmente, os contratos (descontados) B são su-

postos serem variáveis aleatórias da forma B = B(ST , YT , VT ),

satisfazendo

E[e(γ+ι)B] < ∞ and E[e−ιB] < ∞ para algum ι > 0
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2. Preço por Indiferença

Sob essas condicões, segue como decorrência de dualidade con-

vexa (Becherer 2004; Delbaen et al 2002; Kabanov and Stricker

2002; Owen 2002) que o problema de hedge optimal (2) tem

uma solução única HB ∈ A satisfazendo

U ′(XB
T −B) = ξ

dQB

dP
, (3)

onde ξ = u′(x) e QB ∈ Mf ∩ Me é o único maximizante do

problema dual correspondente:

sup
Q∈Mf

EQ
[
γB − log

(
dQ

dP

)]
. (4)
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Suponha que a solução HB tenha sido encontrada e defina o

equivalente de certeza exponencial para o contrato B no instante

t como o único semimartingale cB
t satisfazendo

U(Xt − cB
t ) = E

[
U

(
Xt +

∫ T

t
HBdS −B

)∣∣∣∣∣Ft

]
. (5)

Em outras palavras,

cB
t =

1

γ
logE

[
exp

(
−γ

∫ T

t
HBdS + γB

)∣∣∣∣∣Ft

]
. (6)
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O preço de indiferença (para venda) do contrato B é definido

como o valor que deixa o agente indiferente entre vender ou não

o contrato. Ou seja, é a solução única πB
t para a equação

sup
H∈A

E

[
U

(
Xt +

∫ T

0
HdS

)]
= sup

H∈A
E

[
U

(
Xt + πB

t +
∫ T

0
HdS −B

)]
.

Vemos que essa equação é equivalente a

U(Xt − c0t ) = U(Xt + πB
t − cB

t ),

portanto o preço de indiferença é dado por

πB
t = cB

t − c0t . (7)
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Preço por utilidade marginal: Considere o preço de indiferença

πεB para um contrato infinitesimal εB. Por diferenciação da

indentidade

U(x− cεB
0 ) = E

[
U

(
x +

∫ T

0
HεBdS − εB

)]
no ponto ε = 0, obtemos a formula de Davis

dcεB
0

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

= E
Q0

t [B].

Portanto, em primeira ordem em ε, o preço de indiferença ex-

ponencial para εB pode ser obtido como o valor esperado de B

com respeito a medida de Merton Q0. Segue de (4) que esta é a

medida de martingale (local) com entropia relativa ḿınima com

respeito à medida P .
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3. Mercados Markovianos de dois fatores

O preço de mercado do risco de volatilidade

Considere o processo de densidade

ΛB
t := E

[
dQB

dP

∣∣∣∣∣Ft

]
, (8)

o qual, em sendo um martingale exponencial, pode ser expresso
como

dΛB
t

ΛB
t

= −[λtdWt + νB
t dZt], (9)

onde λt := µ−r
σ .

Definimos então o processo νB
t como o preço de mercado do

risco por utilidade associado ao contrato B.
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Proposition 1 O preço de mercado do risco por utilidade expo-

nencial do contrato B é dado por

νB
t = −γb∂ycB

√
1− ρ2, (10)

e a solução única HB
t = hB(t, St, Yt) para o problema de hedge é

dada por

hB(t, s, y) = ∂sc
B
t +

bρ

sσ
∂ycB

t +
(µ− r)

γsσ2
. (11)

Em particular

ν0
t = −γb∂yc0

√
1− ρ2. (12)
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Corollary 2 O equivalente de certeza cB
t = cB(t, St, Yt, Vt) satis-

faz

cB
t +

[
a−

bρ(µ− r)

σ

]
cB
y + ycB

v +
1

2

(
s2σ2cB

ss + 2sσρcB
sy + b2cB

yy

)
−

(µ− r)2

2γσ2
+

γ(1− ρ2)

2
b2(cB

y )2 = 0 (13)

com condição final cB(T, s, y, v) = B(s, y, v).
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3. Contratos de volatilidade

Proposition 3 Considere um contrato da forma B = B(YT , VT )

e assuma que λt é um processo adaptado para o qual a medida

de martingale minimal

dQ̃

dP
= exp

(
−
∫ T

0

λ2
s

2
ds−

∫ T

0
λsdWs

)
(14)

é bem definida. Então o processo

Ξt = eγ(1−ρ2)cB
t e−

∫ t
0

(1−ρ2)
2 λ2

sds (15)

é um Q̃–martingale local. Se, além disso, νB satisfaz uma SDE,

então Ξt é um martingale.

14



Corollary 4 O preço de indiferença de um contrato de volatili-

dade B = B(YT , VT ) pode ser escrito como

πB
t =

1

γ(1− ρ2)
log


E

Q̃
t

[
eγ(1−ρ2)B(YT ,VT )e−

∫ T
t

(1−ρ2)
2 λ2

sds

]

EQ̃

[
e−
∫ T
t

(1−ρ2)
2 λ2

sds

]
 (16)
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4. Modelos rećıprocos afins

Considere primeiro o caso B = B(YT ). Tomemos

σ(t, Yt) =

√
(1− ρ2)(µ− r)2

2

1

Yt + ε
, (17)

com ε > 0. Nesse caso, o denominador e o numerador em (16)

são, respectivamente, os equivalentes formais para o preço de

um cupom zero e um derivativo de taxa de juro sob a medida Q̃

com uma “taxa livre de risco”

(1− ρ2)

2
λ2

t = Yt + ε. (18)
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Escrevemos a dinâmica de Yt sob a medida Q̃ como

dYt = α̃(κ̃− Yt)dt + β̃
√

Yt

[
ρdW̃t +

√
1− ρ2dZt

]
, (19)

para constantes α̃, κ̃, β̃ > 0 satisfazendo 4α̃κ̃ > β̃2. Obtemos

assim que os coeficientes para a dinâmica de Yt sob a medida

histórica P são

a(t, Yt) = α̃(κ̃− Yt) + β̃ρ

√
2(ε + Yt)Yt

1− ρ2
(20)

b(t, Yt) = β̃
√

Yt (21)
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Formulas de preço e hedging

Proposition 5 No modelo rećıproco CIR, o preço de indiferença
de B = B(YT ) é

1

γ(1− ρ2)
log

{∫∞
−∞ exp [(M(u, t, T ) + N(u, t, T )y] ĝ(u)du

exp(M(0, t, T ) + N(0, t, T )y)

}
, (22)

onde ĝ denota a transformada de Fourier de g(y) = eγ(1−ρ2)B(y)

e

N(u, t, T ) =
(b2 + iu)b1 − (b1 + iu)b2e∆(t−T )

(b2 + iu)− (b1 + iu)e∆(t−T )
, (23)

M(u, t, T ) =
−2ακ

β2
log

(
b2 + iu

b2 −N

)
+ ακb1(t− T ), (24)

com b2 > b1 sendo as ráızes da equação x2 − 2α̃
β̃2x − 2

β̃2 e ∆ =√
α̃2 + 2β̃2.

18



Resultados Numéricos

Tomemos os seguintes parâmetros:

α = 5, β = 0.04, κ = 0.001,

µ = 0.04, r = 0.02, ρ = 0.5

e o quadrado da volatilidade inicial no intervalo [0,0.5]. Esses

parâmetros levam a um processo de volatilidade com reversão

a média ocorrendo em aproximadademente dois meses e uma

distribuição de equiĺıbrio com valor esperado de aproximada-

mente 40%. Nos exemplos seguintes, calculamos o preço de uma

opção de venda em volatilidade com valor terminal (0.15−σ2
T )+.

Quando não mencionado, o parâmetro de aversão ao risco é

γ = 1.
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5. Contratos em Volatilidade Integrada

Suponha agora que B = B(VT ). Tomemos σ =
√

Yt, de forma

que λt = µ−r√
Yt

. Como vimos, o preço de indiferença é dado por

πB
t =

1

γ(1− ρ2)
log


E

Q̃
t

[
eγ(1−ρ2)B(VT )e

−
∫ T
t

(1−ρ2)(µ−r)2

2Ys
ds
]

EQ̃

[
e
−
∫ T
t

(1−ρ2)(µ−r)2

2Ys
ds
]

 ,

que pode ser calculado por simulação dos processos Yt e Vt sob

a medida de martingale minimal Q̃.
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Adotemos o modelo de Heston para volatilidade estocástica, ou

seja, sob a medida histórica P , temos

dSt = St(µ− r)dt + St
√

YtdWt

dYt = α(κ− Yt) + β
√

Yt[ρdW +
√

1− ρ2dZ]

dVt = Ytdt

Desta forma, obtemos a seguinte dinâmica sob Q̃:

dSt = St
√

YtdW̃t

dYt = α

[(
κ−

βρ(µ− r)

α

)
− Yt

]
+ β

√
Yt[ρdW̃ +

√
1− ρ2dZ]

dVt = Ytdt
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Resultados Numéricos

Calculamos os preços de indiferença do seguintes contratos:

• Variance call: B(VT ) = (VT −K)+

• Variance swap: B(VT ) = VT

• Volatility swap: B(VT ) =
√

VT

Utilizamos os seguintes parâmetros:

α = 1.15, β = 0.39, κ = 0.04,

µ = 0.10, r = 0.04.
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6. Um modelo binomial para opcões reais

COnsidere um modelo de um peŕıodo com Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4}
e probabilidades históricas P{ωi} = pi > 0 tais que

ST (ω1) = uS0, YT (ω1) = hY0,

ST (ω2) = uS0, YT (ω2) = `Y0,

ST (ω3) = dS0, YT (ω3) = hY0,

ST (ω4) = dS0, YT (ω4) = `Y0,

onde 0 < d < 1 < u e 0 < ` < 1 < h, para valores iniciais positivos

S0, Y0.

30



Como antes, seja B um contrato que depende exclusivamente

de Y . Se denotarmos

Bh = BT (ω1) = BT (ω3) = B(hY0)

B` = BT (ω2) = BT (ω4) = B(`Y0),

então seu preço de indiferença (com respeito a função de utili-

dade exponencial) é:

πB = −
1

γ

(
q log

[
e−γBhp1 + e−γB`p2

p1 + p2

]
+

(1− q) log

[
e−γBhp3 + e−γB`p4

p3 + p4

])
, (25)

onde

q =
1− d

u− d
.
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Suponha agora que B é um contrato Americano. Claramente,

exerćıcio antes do vencimento ocorrerá sempre que

B(Y0) ≥ πB,

onde πB é o preço de indiferença (Europeu). Por exemplo, uma

opção Americana de venda com preço de exerćıcio K será exer-

cida se Y0 exceder a solução da equação

Y ∗ −K = log

( p1 + p2

e−γBhp1 + e−γB`p2

)q
γ
(

p3 + p4

e−γBhp3 + e−γB`p4

)1−q
γ

 .
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7. Contratos múltiplos

Decorre da aversão ao risco que o valor limite para o exerćıcio

antes do vencimento para uma opção Americana de venda obtido

acima é diferente (e maior) que o valor limite para um contrato

consistindo de A unidades idênticas da mesma opção.
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Se for permitido exerćıcio parcial, o número ótimo de opcões a

serem exercidas é a solução a∗ da equação

max
a

[
a(Y0 −K)+ + π(A−a)B

]
. (26)
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3. Multi-peŕıodo: exerćıcio inter-temporal

• Comece no peŕıodo final.

• Em cada ponto da árvore, calcule o preço de indiferença

(Europeu) para diferentes valores (A− a).

• Determine o máximo da equação (26).

• Use esse valor como sendo a nova posição naquele ponto.

• Itere retroativamente.
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