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“Somehow a very poor fellow obtains a lottery ticket that will
yvield with equal probability either nothing or twenty thousand
ducats. Will this man evaluate his chance of winning at ten
thousand ducats? Would he not be ill-advised to sell this lottery
ticket for nine thousand ducats? To me it seems that the answer
IS in the negative. On the other hand I am inclined to believe
that a rich man would be ill-advised to refuse to buy the lottery
ticket for nine thousand ducats.

If I am not wrong then it seems clear that all men cannot use the
same rule to evaluate the gamble (...) the determination of the
value of an item must not be based on its price, but rather on
the utility it yields. The price of the item is dependent only on
the thing itself and is equal for everyone; the utility, however, is
dependent on the particular circumstances of the person making
the estimate. Thus there is no doubt that a gain of one thousand
ducats is more significant to a pauper than to a rich man (...)"
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“Another rule which may prove useful can be derived from our
theory. This is the rule that it is advisable to divide goods which

are exposed to some danger into several portions than to risk
them all together.”

Daniel Bernoulli (1738)
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1. Introducao

Modelo: Consideremos modelos de dois fatores da form:
dS;y = Si(pu —r)dt + SiodWy

dY; adt + blpdW; + \/ 1 — p2dZ;]
dVi Yidt (1)

para certas funcdes deterministicas u,o,a,b, onde (Wy, Z;) sao
movimentos Brownianos independentes e p € um coeficiente de
correlacao constante.

Se tivermos o = o(t,Y;), isto € interpretado como um modelo
para volatilidade estocastica. Quando p € o sao independentes
de Y:, interpretamos Y; como um ativo nao comercializado, cor-
relacionado com um ativo comercializado (descontado) S;.
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Portfolio de hedging optimal: a estratégia adotada por um in-
vestidor que, ao ser confrontado com uma obrigacao financeira
(descontada) B, com maturidade numa data futura T, tenta
resolver o problema de controle estocastico

u(z) = sup E[U (Xr — B)|Xo = 1], (2)
HeA

onde X7 representa o montante final (descontado) obtido ao
manter H; unidades do ativo S; em cada instante 0 <t < T.

Funcao de Utilidade: U(z) = —e 7*, onde v > 0 € o0 parametro
de aversao ao risco.



Estratégias admissiveis: Além de terem de ser auto-financiados,
restringiremos a classe A de porfolios admissiveis ao seguinte
conjunto:

A={H € L(S) : (H-S); € um Q—martingale para toda Q € M(}.

Contratos: Finalmente, os contratos (descontados) B s3ao Su-
postos serem variaveis aleatdérias da forma B = B(Sp, Y, Vi),
satisfazendo

E[eOTIB] « and Ele™*P] < o0 para algum ¢ > 0



2. Preco por Indiferenca

Sob essas condicoes, segue como decorréncia de dualidade con-
vexa (Becherer 2004; Delbaen et al 2002; Kabanov and Stricker
2002; Owen 2002) que o problema de hedge optimal (2) tem
uma solucao unica HP ¢ A satisfazendo
dQB 3
— (3)
onde ¢ = v/ (z) e QB € M/ n M é o dnico maximizante do
problema dual correspondente:

m (@) e

U'(XE - B) =6



Suponha que a solucao HB tenha sido encontrada e defina o
equivalente de certeza exponencial para o contrato B no instante
t como o unico semimartingale ¢ satisfazendo

B I B
U(X;—cP)=E|U Xt—l—/t HBas — B\| 7| . (5)
Em outras palavras,

T
P = 1 log E [exp <—7/t HBA4S + w) ‘ ]—"t] . (6)
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O preco de indiferenca (para venda) do contrato B é definido
como 0O valor que deixa o0 agente indiferente entre vender ou nao
o contrato. Ou seja, € a solu¢do dnica 7 para a equagao

T T
sup E [U (Xt—l—/ HdS)] — sup E [U (Xt+7rt3+/ HdS—B)].
HeA o) HeA 0

Vemos que essa equacao € equivalente a
U(Xt — ) = U(Xs + 7 — cP),
portanto o preco de indiferenca é dado por

P =cf —¢f. (7)



Preco por utilidade marginal: Considere o preco de indiferenca
neB para um contrato infinitesimal eB. Por diferenciacao da
indentidade

eB r eB
Ulx—cg ) =F|U x—l—/OH dS — eB
no ponto € = 0, obtemos a formula de Davis

eB
dco

0]
2 = E9 [B].

e=0

Portanto, em primeira ordem em &, 0 preco de indiferenca ex-
ponencial para B pode ser obtido como o valor esperado de B
com respeito a medida de Merton QO. Segue de (4) que esta é a
medida de martingale (local) com entropia relativa minima com
respeito a medida P.
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3. Mercados Markovianos de dois fatores

O preco de mercado do risco de volatilidade

Considere o processo de densidade
dQP

—— (8)
dP ’

O qual, em sendo um martingale exponencial, pode ser expresso
cComo

/\E = F Ft

dN\P

i —[XedWy + v dZ), (9)
t

onde \; := F—=.

Definimos entao O processo z/tB COmMoO O preco de mercado do
risco por utilidade associado ao contrato B.

11



Proposition 1 O preco de mercado do risco por utilidade expo-
nencial do contrato B € dado por

VtB = —Wbc?ycB\/ 1 — p2, (10)

e a solucao unica HtB = hB(t,S:,Y;) para o problema de hedge é
dada por

S

1/,? = —vbﬁch\/ 1— p°. (12)

hP(t,s,y) = Oscf ‘|‘ ay t

Em particular
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Corollary 2 O equivalente de certeza cP = cB(t, S, Yz, V;) satis-
faz

1
cB -+ ycf + — (320203 -+ QSUpC% -+ bzcyBy>

Ct
(o)

B [a_bp(u—r)

(u—r)z_l_v(l—p )bz( B2 —

13
2vy02 2 (13)

com condicdo final ¢B(T,s,y,v) = B(s,y,v).
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3. Contratos de volatilidade

Proposition 3 Considere um contrato da forma B = B(Yp, Vi)
€ assuma que \; € um processo adaptado para o qual a medida
de martingale minimal

dQ T )\2
d—l?’ = exp (— A st — / )\SdWS> (14)

€& bem definida. Entao o processo

=, = 7 (1=p)ef o= Jo =252 (15)

e um Q—martinga/e local. Se, além disso, vP satisfaz uma SDE,
entao =+ € um martingale.
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Corollary 4 O preco de indiferenca de um contrato de volatili-
dade B = B(Yp, V) pode ser escrito como

~ _ 2
1 (Etcg [6’7(1_p2)B(YT7VT)€_ ftT %)\gdS] \
B
Ty = log
(1 — p?)

(16)

\

~ T (1—p2
E¢ [e_ ;e ))‘gdS] )
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4. Modelos reciprocos afins

Considere primeiro o caso B = B(Yr). Tomemos

A =p)(p—r)* 1
oy = [ A== 1 (a7

com ¢ > 0. Nesse caso, o denominador e o numerador em (16)
Sao, respectivamente, 0s equivalentes formais para o preco de
um cupom zero € um derivativo de taxa de juro sob a medida @
com uma ‘taxa livre de risco”

(1—p?)

MM =Y +e (18)
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Escrevemos a dinamica de Y; sob a medida Q como

3Y; = &(% — Yp)dt + BVY: [det = deZt] . (19)

para constantes &,R,3 > 0 satisfazendo 4ak > (2. Obtemos
assim que os coeficientes para a dinamica de Y; sob a medida
historica P sao

(£ 1)) 2(€+ Yt)Yt

(20)

a(R —Y) + Bp \/
BVY: (21)

b(t,Yt)
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Formulas de preco e hedging
Proposition 5 No modelo reciproco CIR, o preco de indiferenca
de B= B(Yp) é
1 0g {ffooo exp [(M(u,t,T) + N(u,t,T)y] g(u)du
(1 —p?) exp(M(0,t,T) + N(0,t,T)y)

onde § denota a transformada de Fourier de g(y) = e7(1=r*)BW)
e

} , (22)

(bp + iu)by — (b1 + iu)boett=T)

N T) = 2
et (o i) — (b +wedCD 02
_ —2ak bo + 1u _
M(u,t,T) E: log <b2 — N) + axb1(t —T), (24)

com b> > by sendo as raizes da equacao 2 — %—g‘x ? e N\ =

Va2 + 232,
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Resultados Numéricos

Tomemos o0s seguintes parametros:

5, (#=0.04, k=0.001,
0.04, r»r=0.02, p=0.5

(87

o

e o0 quadrado da volatilidade inicial no intervalo [0,0.5]. Esses
parametros levam a um processo de volatilidade com reversao
a Mmédia ocorrendo em aproximadademente dois meses e uma
distribuicao de equilibrio com valor esperado de aproximada-
mente 40%. Nos exemplos seguintes, calculamos o preco de uma
opg¢do de venda em volatilidade com valor terminal (0.15—02)T.
Quando nao mencionado, o parametro de aversao ao risco é

v = 1.

19



Option price

0.15 —

0.1 —

0.05 —

Volatility put versus time to maturity and Y0

A

0.45

0.4

0.35 0.3 0.25 0.2 0.15 0.1 0.05 0 T



Option price
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sample hedge process over one year

Excess hedge and value of Y(t))

—— simulated Y process
— indifference price
excess hedge
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5. Contratos em Volatilidade Integrada

Suponha agora que B = B(Vy). Tomemos o = /Y;, de forma

que A\ = ‘\L/_V: Como vimos, o preco de indiferenca € dado por
( EQ levu—p?)B(vT)e— T (e umn)? ]
1
B
T — |Og )
7(1 - p?) 20 [e— i <1—p22>1£5—7“>2ds]

/

que pode ser calculado por simulacao dos processos Y: e V3 sob

~

a medida de martingale minimal Q.
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Adotemos o modelo de Heston para volatilidade estocastica, ou
seja, sob a medida historica P, temos

dS; = Si(pu—r)dt + St\/?tth

dY; a(k — Yy) + BV Yi[pdW + /1 — p?dZ]
dV4y Yidt

Desta forma, obtemos a seguinte dinamica sob Q:

dS; = Si/YidW;
dY; = a[(m—ﬁp(“_”>—n]+W?t[pdﬁf+\/1—p2dZ]

o'
dVy Yidt

25



Resultados Numéricos

Calculamos os precos de indiferenca do seguintes contratos:

e Variance call: B(Vp) = (Vp — K)T
e Variance swap: B(Vy) = Vp
e Volatility swap: B(Vp) = /Vr

Utilizamos 0s seguintes parametros:

1.15, B=0.39, &k =0.04,
0.10, r = 0.04.

«

7
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0.08
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0
0

Variance call

v=1 p=0
v=1 p=-0.64
v=50 p=-0.64
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Variance Call
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6. Um modelo binomial para opcoes reais

COnsidere um modelo de um periodo com Q2 = {wq,wo,w3,ws}
e probabilidades historicas P{w;} = p; > 0 tais que

S0,

St(w1)
St(wz) = uSp,
St(wz) = dSo,
St(wa) = dSo,

Yp(w1) = hYp,
Yr(w2) = €Yy,
Yr(wz) = hYp,
Yr(wa) = £Yp,

onde 0<d<l<ueO<¥<1<h, para valores iniciais positivos

So, Yo.
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Como antes, seja B um contrato que depende exclusivamente
de Y. Se denotarmos

By, Br(w1) = Br(ws) = B(hY))

By = Br(w2) = Br(ws) = B(£Yp),

entao seu preco de indiferenca (com respeito a funcao de utili-
dade exponencial) é:

1 —7Bp, —v By
B _ __(qlog e Phpy + e Ppy]

vy p1 + P2

—v By, —vBy
(1—q)log|*P3te p“), (25)
p3 + P4
onde
1—d
q p—
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Suponha agora que B é um contrato Americano. Claramente,
exercicio antes do vencimento ocorrera sempre que

B(Yp) > «P,

onde 7 é o preco de indiferenca (Europeu). Por exemplo, uma
Oopcao Americana de venda com preco de exercicio K sera exer-
cida se Yp exceder a solugcao da equacgao

1—q7

q 1-¢
Y* _ K = log p1+ P2 v p3 + P4 7
e~ VBrpy + e Bip, e VBhps + eV Bipy
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7. Contratos multiplos

Decorre da aversao ao risco que o valor limite para o exercicio
antes do vencimento para uma opcao Americana de venda obtido
acima é diferente (e maior) que o valor limite para um contrato
consistindo de A unidades idénticas da mesma op¢ao.
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Se for permitido exercicio parcial, o numero o0timo de opcoes a
serem exercidas € a solucao a™ da equacao

max |a(Yp — K) T 4 n{4-0)B] (26)
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3. Multi-periodo: exercicio inter-temporal

e Comece no periodo final.

e Em cada ponto da arvore, calcule o preco de indiferenca
(Europeu) para diferentes valores (A — a).

e Determine o maximo da equacao (26).

e Use esse valor como sendo a nova posicao nagquele ponto.

e Itere retroativamente.

338






10 .

/ /
© <

suoindo pasioiaxaun

o :

time to maturity

41



10 .

/ /
© <

suondo pasioiaxaun

2.

time to maturity

42



