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Probabilidade Historica

» O evento de default ocorre num tempo de parada denotado
por T.

» A probabilidade de sobrevivéncia por t anos é P[T > t].

> A taxa de azar é definida por

h(t)=—8logg[;>t]- (1)
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Figure: Probabilidade de sobrevivéncia e taxas de hazar.




Probabilidade Implicada

» Denote por P;7 o preco no tempo t de um zero coupon livre
de default (e.g. notas do governo americano) que paga 1
délar no tempo T, e seja Pi1 0 preco de um zero coupon
sujeito a default.

» Denote por Q a probabilidade neutra ao risco.

> Se assumirmos que as taxas de juro sdo independentes de
defaults, a probabilidade de sobrevivéncia implicada é dada por

Per

Q[T> T’ft] = P7T
t



% 107 106

$ 104104 YT™M 105
Price ® /18, 16, 102108
100 [ B
o [ 13'\ 13
W el 1] el R
93 12 ¥ ) MU 13 12 %1
12 12 92 " 10 1
1 T L LA
LI e
8
85
80

My Ar My In M Aug Sep Oct Nov Dec Jn R My A Moy hn M Zug Sep Oct Nov Dec Jan Feb My fpr Moy Jn & Aug Sep (et tov Duc Jan

2002 2002 2003 2004

Figure: Precos de titulos para uma corpora¢do (maturidade em 2008).



Spreads de Crédito

» A diferenca entre as taxas pagas por titulos corporativos e
titulos livres de default é chamada de credit spread.

» Usando-se a férmula anterior, pode-se provar por exemplo que
Q[t<T< t"‘At‘ft] %T’t—rt

» Ou seja, credit spreads oferecem uma indicacdo direta das
probabilidades de default implicadas.
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Figure: Taxas pagas por um titulo corporativo e um titulo livre de default.
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Figure: Spreads de crédito como fun¢do do tempo.



Modelos Estruturais

» Procuram explicar o evento de default endogenamente.

» Dependem de hipdteses fortes sobre a estrutura de capital da
empresa.

» Pontos fortes: intuitivos, ligacdo explicita entre débito e
equity, risk premium de crédito identificado univocamente.

» Pontos fracos: spreads inconsistentes com dados empiricos,
dependem de uma varidvel ndo-observavel.
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Figure: Eventos de default em modelos estruturais.
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Figure: Spreads de crédito em modelos estruturais



Modelos de Intensidade

» O tempo de default 7 é especificado exogenamente.

» Default corresponde ao primeiro salto de um processo de
contagem N;.

» Por exemplo, com um processo de Poisson com intensidade
constante )\, temos
Plr > t] = e .

» Como conseqiiéncia, a taxa de azar é h(t) = A.



Intensidade Variavel

» Uma generalizagdo é definir a intensidade como uma fungdo
deterministica A(t).
» Nesse caso temos um processo de Poisson ndo homogéneo,
onde .
Plr > tlT >s]=e" Js Aty
> A taxa de azar é dada por h(t) = A(t) e pode ser calibrada
empiricamente.
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Figure: Spreads de crédito observados no mercado.
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Intensidade Estocastica

» Em geral, a probabilidade instantdnea de default depende n3o
apenas da sobrevivéncia até um certo tempo, mas também de
outras varidveis aleatérias (ciclos econdmicos, valor das a¢des
da empresa, rebaixamentos em ranking de crédito ...).

» Para incorporar essas informacdes de forma consistente, usa-se
os processos duplamente estocasticos, ou processos de Cox.

» Nesses modelos, a intensidade é dada por um processo

estocastico A\¢. Uma vez revelada \¢, defaults ocorrem de
acordo com um processo de Poisson com essa intensidade.



Exemplos de Processos de Cox

» Para um processo de Cox, temos
Plr > t|Fs] = Es [e’ N /\”d”]

» Essa férmula é semelhante a expressdo utilizada para se
calcular os precos de zero coupons com taxas de juros
estocasticas.

» Pode-se entdo utilizar modelos conhecidos de taxas de juros
para definir a intensidade A; (por exemplo o modelo CIR).

» Todas essas férmulas permanecem validas se substituirmos P
por @, com intensidade 2\Q.



Ranking de Crédito

» Agéncias como Moody's, S&P e Fitch dividem companias em
classes de crédito, utilizadas por investidores como indicagdo
da qualidade de crédito de uma determinada compania.

» Esse ranking muda com o tempo, e tem papel fundamental na
precificacdo de derivativos e quantificacdo de riscos de crédito.

» Como primeira aproximagdo para um modelo de migracio de
crédito, utilizamos uma cadeia Markoviana em tempo discreto.



Matrizes de transicao

» O ingrediente fundamental para esse modelo é a matriz de
transicao histérica I publicada pelas agéncias.

» Pontos fracos: poucos dados, ignora momentum e aging effect
(em geral ignora diferencas entre firmas na mesma classe),
ignora intervalos de tempo intermediarios.

» Pontos forte: tratabilidade analitica.

» ExtensGes: cadeias duplamente estocdsticas, cadeias em
tempo continuo.



[ 89.14 9.78 106 0.00 0.03 0.00 000 0.00
1.14 89.13 925 032 0.11 001 0.00 0.03
0.06 297 90.28 581 069 018 0.01 0.01
006 036 7.01 8547 582 1.02 0.08 0.17
0.03 007 059 596 8241 893 058 144
0.01 004 022 061 643 8244 329 6.96
0.00 0.00 0.00 095 28 6.15 6236 27.68
0.00 0.00 0.00 000 000 0.00 0.00 100.00 |

Figure: Matriz de transicdo da Moody's com as médias anuais no periodo
de 1980 a 2000 .



Correlacdo

» Considere uma carteira de crédito com / devedores,
identificados por um indice i € {1,...,/}.

» Queremos modelar a correlacdo entre as varidveis aleatérias 7;
(em geral da ordem 2).

» Denote por p; a probabilidade de default individual de cada
devedor para um determinado periodo T e seja L; o tamanho
de cada empréstimo.

» Procuramos a probabilidade de uma perda total X, ou seja,
queremos calcular P[X < x].



Binomial Expansion Technique (BET)

» Considere por simplicidade empréstimos idénticos de tamanho
L e probabilidades individuais idénticas p. Entao na ocorréncia
de n defaults, a perda total é X = nL.

» Se todos os eventos de default forem independentes,

P[X <x] = Z n!(//ln)!pn(l —p)in

m=0

» O score de diversidade (criado pela Moody's) é uma medida
de quanto uma carteira real se aproxima dessa carteira
idealizada.



Correlacao em modelos estruturais

» Modelos de correlagdo mais realisticos precisam ser derivados
(e compativeis) com os modelos de default individuais
anteriores.

» Em modelos estruturais, a correlacdo de default é introduzida
através da correlacdo nas varidveis fundamentais de cada
empresa.

» Produz todo o espectro de correlacdo possivel para os eventos
de default (ponto forte)

» Devido a normalidade, basta especificar uma matriz de
covariancia | x I,

» Para reduzir o nimero de parametros, introduzimos modelos
de fatores.

» QOutra simplificacdo possivel é tratar | — oo.



Correlacao em modelos de intensidade

» Em modelos de intensidade, a correlacdo é introduzida através
das intensidades estocdsticas ;.

» Pontos fracos: nao produz todo o espectro possivel de
correlacdes, ineficiente para defaults simultaneos.

» ExtensGes: intensidades para default simultaneos; default
contagioso; Affine Markov Chain models (AMC) (more later
about that later...)



Cépulas

» Uma maneira alternativa de se introduzir correlacdes na
pratica é através de uma funcdo de cépula.

» Funcoes de cépula separam o problema de correlacio da
especificacdo de probabilidades de default individuais.

» Por exemplo, uma cépula Gaussiana introduz correlagGes
normais, quaisquer que sejam as distribui¢des individuais.

» Cépulas com maior dependéncia de cauda podem ser usadas
para introduzir correlacbes mais extremas, mesmo que as
distribuicGes individuais tenham decaimente rapido.



Titulos Corporativos em modelos estruturais

>

Em modelos estruturais, os titulos corporativos sdo
considerados opc¢des nos ativos da prépria empresa.

Por exemplo, no modelo classico de Merton, ao final do
periodo T os acionistas recebem

(AT - K)+7

onde K é o valor nominal do débito, ou seja, o equivalente a
uma opc¢ao de compra.
Os detentores de titulo, por sua vez, recebem

min(K,AT) =K - (K — AT)+,

ou seja, uma combinacdo de um zero coupon e uma opg¢ao de
venda.

Modelos estruturais mais complicados (first passage, excursion
models) levam a interpretar titulos como opg¢des mais
complicadas (down-and-in calls, occupation time
derivatives...)

Boa fonte de emprego para quants.



Titulos Corporativos em modelos de intensidade

v

Em modelos de intensidade, titulos corporativos s3ao
interpretados como derivativos com pay-offigual a 17, 13.

» Dessa forma

Pir = Eto [e_ s rsdsl{r>T}} .

v

Essa expressao resulta na famosa férmula de Lando:

Por = EQ [e_ ftT(rsJ”\s)ds}

v

Para intensidades afins esse valor esperado é explicito.



Modelos de Recuperacao

» Em geral, no evento de default, derivativos de crédito ndo
perdem completamente seu valor, mas decrescem para uma
fracdo do valor nominal.

» Essa fragdo (aleatdria) é chamada de taxa de recuperagio.

» Modelos de recuperacao populares sdo: zero-recovery, recovery
of treasury, recovery of par e recovery of market value.

» Essa dltima é a mais interessante e resulta na expressao

PRMV _ [e* LT (s (1=R)As)ds



Credit Default Swap

» A estrutura basica de um CDS é de um comprador de
protecao A, um vendedor de protecdo B e uma entidade de
referéncia de crédito C.

> A paga a B uma taxa fixa s¢c até a maturidade T se ndo
ocorrer default de C.

» Se ocorrer default de C no tempo 7 < T, B paga a A o valor
(1 — R.)N, onde NV € o valor nominal do contrato.

» Tipicamente A vai de 1 a centenas de milhdes de ddlares, T

vai de 1 a 10 anos e a taxa s¢ é anualizada mas paga em
datas pré-especificadas 7 = {0 < T1 < --- < Ty = T}.
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Figure: Fluxos de caixa em um CDS.



Precificacdo de CDS

|

Por precificacdo de um CDS entende-se a determinacdo da
taxa s¢, chamada de CDS spread, de maneira que no inicio do
periodo o contrato tenha valor zero.

Se chamarmos de by o valor de mercado no tempo t < T; do
pagamento efetuado por B caso um default ocorra entre as
datas (Tk—_1, Tk], entdo

b= (1- RN (EQ {eif:k rSdsl{r>Tk71}] - 'E)tTk) .

Por outro lado, o valor de mercado no tempo t < T; de um
pagamento efetuado por A em Ty é

agx = Sc(Tk — Tk—l)NPtTk'

O valor total do CDS é ent3o
K

> bk — a),

k=1



First-to-Default

» Na presenca de diversas companias (digamos /), ao invés de
comprar protecdes individuais por meio de vérios CDS, o
investidor A pode comprar um FtD swap.

» A paga a B uma taxa sg;p enquanto nenhum dos devedores
apresentar default.

» B paga a A o valor (1 — R!) no momento em que o primeiro
default ocorrer, quando ent3o o contrato é terminado.

» Esse contrato remove praticamente todo o risco de default da
carteira inteira.



Estimativas para FtD spread

» Considere devedores (7, (o, C3 em ordem decrescente de
qualidade de crédito.

» Por argumentos de arbitragem, é facil deduzir que o FtD
spread para essa carteira deve satisfazer a seguinte
desigualdade

sc, <579 < sc, +sc, + s¢

» Na prética essa desigualdade estabelece um intervalo muito
grande. Para melhor acurdcia, deve-se recorrer aos modelos de
correlacdo apresentados anteriormente.



Collateralized Debt Obligations

» Considere uma colecdo de devedore {Cy,..., C;} com débito
de valor nominal K; (por exemplo, titulos no caso de CBO).

» A carteira é entdo transferida para um Special Purpose
Vehicle (SPV), que emite notas baseadas nesse colateral.
» O SPV emite

» Uma equity tranche de valor nominal Kg.
» Diversas mezzanine tranches de valor nominal Kjy,.
» Uma senior tranche de valor nominal Ks.



Estrutura de pagamentos num CDO

» No exemplo mais simples possivel de CDO, cada vez que uma
compania sofre default, o valor de recuperacido de seu débito é
reinvestido em notas governamentais.

» Ao final de um periodo T, a carteria é liquidada e valor total
obtido é redistribuido aos investidores de acordo com
senioridade: primeiro a senior, depois as diversas mezzanine e
por fim a equity.

» Essa estrutura de redistribuicdo é chamada de pagamento em
cascada.
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Figure: Estrutura de um CDO.



Propriedades de um CDO

» Os proprietdrios de cada tranche agem portanto como
vendedores de protecdo sobre a carteira de acordo com uma
estrutura de perdas absolutas por camadas, ao invés de
protecdo por perdas individuais ou por niimero de defaults.

» Extensdes: syntetic CDOs (usa CDS ao invés de titulos),
CDOs que pagam coupons em datas especificadas, CDOs
administrados (market value CDO) ...
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Precificacio de um CDO

» Conforme visto, um CDO é um derivativo de crédito vinculado
a distribuicdo de perdas de uma carteira de devedores.

» Portanto, sua precificacdo depende de todos os elementos
apresentados anteriormente (default individuais, correlagdo e
ranking de crédito).

» Os métodos mais populares para precificagio de CDO s3o:

1. Intensidade (utiliza forga bruta e simulacdo de default por
Monte Carlo)

2. Fatores e cépulas (resultados mais rapidos mas dependem de
uma especificagdo de correlagdo arbitraria)

3. Aproximacdes para carteria muito grande (usa teoria de large
deviations, produz bons resultados para | — c0)



Affine Markov Chain model

» Modelo desenvolvido pelo PhiMac - McMaster University, em
fase de popularizacido e implementacio.

» Baseia-se em principios fundamentais de mercado, como
relégios estocdsticos para medir periodos de maior e menor
atividade.

» Computacionalmente eficiente e acurado (baseia-se em
férmulas semi-fechadas e transformadas de Fourier).

» Reproduz as caracteristicas mais importantes de modelos
estruturais e de intensidade, evitando os seus pontos fracos.



